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Fiir die gemessenen GroBen liest man aus Abb. 11 fol-
gende Beziehungen ab:
1/a= (sina)/Aa; 1/b= (cosa)/ia; 4)
1/c= (ctg B)/a= (ctg B-sina)/2a . (
Durch Einsetzen in (3) erhélt man:
1
p= V (sin? @) /Aa2+ (cos? a) [Aa2+ (ctg? B sin® a) [AA2
=AA/V1+ctg? fsina, (5)

siny=p/b= (cosa)/Y1+ctg®Bsin®a. (6)

Zur Berechnung des Winkels ¢ zwischen den Lamel-
len 1 und 2 mit den Normalen p; und p, entnimmt
man aus Abb. 12 fiir das Dreieck mit den Seiten p; , ps
und r die Beziehung:

Abb. 12. Skizze zur Ableitung der Formel fiir die Berech-
nung des Winkels ¢ zwischen MgsSh,-Lamellen im gleichen

cos = (p®+ps*—7) /(2 p1 pe). (7) Matrix-Korn.
Da = (21— 22)* + (y1—92)* + (21— 2)%, (8)  Setzt man (4) und (5) in (9) ein, so erhdlt man:
wird (7) bei Verwendung von (8), (2) und (3): _:::ﬁct_g:ﬂgﬂgﬁzi,ﬁgél ',Etgﬁ,zi -
_ PPy | PiP: | PiP: ) COSP= Y (I +ctga,+etg? fy) (1+ctg® ay+cteg fy)
L= a; ay by by - (10
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Im Rahmen eines Versuches, das Funkelrauschen allgemein als Turbulenz im Plasma der Ladungs-
triger zu deuten, werden vom Oberflichenpotential, von Storstellen oder vom Magnetfeld des
Stromes in Halbleitern hervorgerufene fundamentale Instabilititen und die von ihnen bedingte
Turbulenz untersucht. In vorliegender Arbeit I wird nur gezeigt, daB schon ohne Einwirkung
irgendwelcher Magnetfelder zwei Arten von Strominstabilititen in Halbleitern auftreten konnen:
die von starken Inversions- oder Verarmungsschichten hervorgerufenen Oberflacheninstabilitdten
(Abschnitt A) und die von Konstantivow und Perev erhaltenen ,Rekombinationswellen® (B).
Erstere treten in der unteren Stufe des hier entwickelten Néherungsverfahrens sogar im stromlosen
Halbleiter als neutrale elektrisch nicht nachweisbare, sich im thermischen Gleichgewicht befindende
Schwankungen auf. Wird ein elektrisches Feld angelegt, so verlieren sie ihren neutralen Charakter
und werden als Stromrauschen nachweisbar. Die Rekombinationswellen kommen nur unter Mit-
wirkung der Uberginge an Storstellen bei Feldstirken, die einen kritischen, u.a. auch von der
Rekombinationsgeschwindigkeit an der Oberfliche abhdngigen Wert iiberschreiten, zustande.

Bei Versuchen an Halbleitern *~* wurden in den
Jahren 1958 — 1960 in einem magnetischen Langs-
feld Strominstabilititen festgestellt, sobald das an-
gelegte Magnetfeld einen kritischen (vom elektri-
schen Feld abhingigen) Wert iiberschreitet. Auch der

1 1. L. Iwanow u. S. W. Rywkiy, Zh. Tekhn. Fiz. 28, 774
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2 R. D. Larasee u. M. C. Steerg, J. Appl. Phys. 31, 1519
[1960].

3 B. Axcker-Jonnson, R. W. Conex u. M. Gricksman, Phys.
Rev. 124, 1745 [1961].

von Gasentladungen bekannte Pinch-Effekt konnte
unter speziellen Verhiltnissen, bei starken Strom-
stofen in InSb bemerkt werden* 5. Andererseits
wurden 1960 — 1963 die Strominstabilitaten, die in
homogenen Halbleitern in Gegenwart eines von

4 M. Guicksman u. R. A. Powrus, Phys. Rev. 121, 1659
[1961].
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auflen angelegten magnetischen Léngsfeldes erschei-
nen, theoretisch von Gricksman®, Horter 7, Gure-
wirscH und Iorre 8 behandelt. In diesen Arbeiten 68
wurde das eigene Magnetfeld des Stromes nicht mit
in Betracht gezogen. Tatsachlich ist dieses Eigenfeld
bei den in Halbleitern vorkommenden Stromstirken
gewohnlich sehr klein. Vom dufleren angelegten ma-
gnetischen Liangsfeld erzwungene Instabilitdten wer-
den von uns nicht behandelt. Wir wollen vielmehr
die innere Stabilitit des Stromflusses untersuchen
unter verschiedenen Voraussetzungen, die den kon-
kreten Arbeitsbedingungen der Halbleiterbauelemente
nahekommen. Diese Untersuchung wurde im Zusam-
menhang mit dem Versuch unternommen, eine be-
friedigende Theorie des Funkelrauschens (1/f-Rau-
schen) zu entwickeln (siehe %). Es ist wahrschein-
lich, dafl sogar in scheinbar homogenen Halbleiter-
proben, die mit Oumschen Kontakten in einen Strom-
kreis geschaltet werden, allgemein gewisse Instabili-
titen auftreten, die den ,laminaren® Stréomungszu-
stand zerstéren und ein turbulentes Regime zur
Folge haben. Wir untersuchen also die Stabilitat in

Abwesenheit jeglicher von auflen angelegter Magnet-
felder.

In der vorliegenden (ersten) Arbeit iiber Instabili-
titen wird iberhaupt kein Magnetfeld in Betracht
gezogen. Die zweite Arbeit wird die vom eigenen
Magnetfeld des Stromes hervorgerufenen Instabilita-
ten behandeln, und eine dritte bringt ein magneto-
hydrodynamisches Turbulenzmodell des Funkelrau-
schens.

Nachfolgend wird im Abschnitt A die Stabilitits-
frage ohne Mitbeteiligung der als Rekombinations-
zentren wirkenden Storstellen untersucht, sowohl im
homogenen Halbleiter als auch in Gegenwart der
Potentialschwelle an der Oberfliche. In Abschnitt B
erweitern wir eine Arbeit von Konstantinow und
PereL, die nur unter Mitwirkung der Storstellen zu-
stande kommende Instabilititen behandelt. In allen
Fillen interessieren uns besonders hinreichende In-
stabilitdtsbedingungen.

6 M. Guicksmax, Phys. Rev. 124, 1655 [1961].

. Hovter, Phys. Rev. 129, 2548 [1963].

8 L. E. Gurewrrscr u. I. W. Iorre, Fiz. Tverd. Tela 4, 2641
[1962] ; 4, 2964 [1962] und 5, 2675 [1963].
9 P. HanpeL, Rev. Roumaine Physique 7, 407 [1962].

10 Sjehe z. B. O. Maperune, Handbuch der Physik, Bd. XX,
II. Teil, S.121, GI. (48.1) und (48.2), Springer-Verlag, Ber-
lin 1957, oder W. Snockrey, Electrons and Holes in Semi-
conductors, Chap. 12, S. 298—299, Gl. (15 a, b) und GI.
(1 a,b), D. Van Nostrand, Princeton, N. J. 1956.
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A. Stabilitit bei konstanter Besetzung
der Storstellen

Betrachten wir eine Halbleiterplatte, die in Rich-
tung der z-Achse von den Ebenen z= —L/2 und
z=L/2 begrenzt ist, in der z- und y-Richtung aber
unendlich ist. In der z-Richtung wird das elektrische
Feld E, angelegt. Die Bewegung der Ladungstriger
wird durch die Diffusionsgleichungen 1° beschrieben,
die im wesentlichen Kontinuitatsgleichungen fiir die
Elektronen und Locher darstellen. Die in diesen Glei-
chungen auftretenden Diffusionskoeffizienten D, , D,
und Beweglichkeiten u,, u, der Elektronen und Lo-
cher sind durch die Eixstein-Beziehung verkniipft
und somit nicht unabhingig. Es geniigt also, nur
zwei Groflen einzufithren, die Reibungskoeffizienten
vn und v, . Diese beschreiben die gemittelte Wech-
selwirkung der Elektronen und Locher mit den Pho-
nonen des Kristallgitters 1.

Wir schreiben also die Bewegungsgleichungen (1),
(2), die Kontinuitatsgleichungen (3), (4) und die
Poisson-Gl. (5) an:

vanVy,=—enE-\/P,, (1)
vppVp=epE—-VP,, (2)

B o= —RGep=nd),  (3)
BV = ~Rap-nd), @
VE = 4.:.:: (p—n—Na+Np),  (5)
P,=nT, P,=pT. (6)

In den Bewegungsgleichungen tritt rechts der Feld-
strom und der Diffusionsstrom auf, wobei n, p,
P,, Py, v,, v, Dichte, Druck und Driftgeschwin-
digkeit der Elektronen und Locher bedeuten, R eine
Rekombinationsgeschwindigkeit, ¢ die dielektrische
Konstante des Gitters, Ny und Np Akzeptoren- und
Donatoren-Dichten sind. Die mit der Borrzmann-
Konstanten multiplizierte Temperatur T (in energe-
tischen Einheiten) wurde fiir alle Ladungstriager

11 Die Beweglichkeiten und Diffusionskoeffizienten sind dann
durch die Beziehungen

pn=e[vn, pp=elvp, Dp=T[vn, Dp=T[vp
ausgedriickt, worin 7' die mit der Borrzmann-Konstanten
multiplizierte Temperatur bedeutet. Die ,,Reibungskoeffi-
zienten® vy und ¥p wurden auch in einer Arbeit des Verf.
(Rev. Roumaine Physique 10, 35 [1965]) eingefiihrt.
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gleich gesetzt, und es wurden isotherme (nicht adia-
batische) Prozesse vorausgesetzt, beides wegen der
zuvor betonten, starken Kopplung mit den Phono-
nen des Gitters. Wichtig ist, dal im System (1) bis
(6) das elektrische Feld E aus der Gl. (5) elektro-
statisch bestimmt wird, und daB die elektrische
Stromdichte nicht ganz quellenfrei sein muf}. In den
Gln. (3) und (4) wurde direkte Rekombination an-
genommen, d. h. ohne Mitbeteiligung von Rekombi-
nationszentren, wie es z. B. im eigenleitenden Halb-
leiter der Fall ist.

Als ungestorte (laminare) Losung nehmen wir an
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vo(pV,) =ep®E +ep’ E°—T \/p/, (9)
& +V(mvy) = —R(p +pn)

=2 V), (10

VE =222 (p'—n'). 11)

Hier wird (entsprechend der fiir die Rekombina-
tionsglieder getroffenen Wahl) die Besetzung der
Akzeptor- und Donator-Niveaus von der Stérung
nicht betroffen. Bei geniigend langsamen Vorgingen

ist das aber nicht der Fall, man darf die Besetzungs-

E°=E,°+E), s .. s
. ane T dinn® T dlnp schwankungen der lokalisierten Zustinde nicht ver-
Efl=— e B o o nachlédssigen. Nur fiir eigenleitende Halbleiter oder
vy 0,0 = — v, 0,0 = e E,? = const. ) bei geniigend kleinen Storstellenkonzentrationen ist

diese Storung also als allgemein und nicht bedingt

Kleine Stérungen (die mit einem Strich bezeichnet zp,,uschen. In anderen Fillen konnen Instabilititen

sind) erfiillen folgende Gleichungen:

auftreten, selbst wenn alle von uns in (8) — (11)
va(nv,) = —enE —enE* - T \/n/, (8) zugelassenen Storungen stabil sind (siehe B).
Wird nun (8) und (9) in (10) eingesetzt, so folgt das System
mI _Ber(p —n) —n'[a(e 1) —Be - D]+ 2 o, O ey per 20 Y
= —.Qn(ﬂe p +ae’"n'), (12)
”pap - ’ 4 -v_1) — v _d_”§L __ 2y _qe? @ﬂ
75, Tae(p'—n)) +p [ale B(e’-1)] +& V2p Sh
=—0y(fe’p +ae?n’), (13)
-Vef=p —n’ (14)
mit den Bezeichnungen
2 2 (] (]
4.‘;1;_?00=a, %‘Te—noo=ﬂ’ egz =&z, F;:z’* =&= :%)’ 4‘;; ="Vf, (15)
R R
Op 4~%7te2 B2 On 4"7162 ns (16)

WO poo und n, die Trigerdichten im allseitig unbegrenzten Halbleiter bedeuten. Nehmen wir an, daB die
Oberflichenladung auf den Oberflichenzustinden ungestort bleibt, so gelten bei z= F L/2 die Randbedin-

gungen

rdv n’ v of _ + v n/ —v ' — ’@_%_ -0 af - —v
5= ?+ﬂe §—+Un(ﬂep+ae n’), % 3 — e Fop,(Be’p’ +ae?n),
(17), (18)
: » T xT
worin 0= 450> O= 5% (19)

und I" eine flichenhafte Rekombinationsgeschwindigkeit ist. Wir wollen die Randbedingungen (17), (18)
,symmetrisch® nennen. Wir behandeln erst den Fall v( % (L/2) =v,=0 und besprechen nachher auch den
Fall »,==0.
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§ 1. Neutrale Oberflichen
Ist v=0, so haben die Gln. (12) — (14) konstante Koeffizienten. Indem wir die Gln. (12) und (13)

mit e~ multiplizieren und nach ¢ integrieren, fithren wir die Laprace-Transformierten

n=[estn'dt, p=[etpdt (20)
0 0
ein. Diese kann man als Uberlagerung ebener Wellen der Form
n'=g(k,s) e*, p =h(k,s)e* (21)
betrachten. Man erhalt das System
(st +f—ikoestac)s—FL—en) h="7n (0), (22)
—a(l-gp) g+ (Ps+R+atikeestfop | h=2p (k,0), (23)

in das die Anfangswerte n’(k,0) =n’(k,t)|;-9 und p’(k,0) eingehen. In der Ldsung

7o) ~pl-e) st foickotao,  hn'(k0)
& Dnp (60 Pstktatiketfo ’ 'D“‘ —a(l-gp) " p' (1, 0)
ist die Determinante 24
D=rawy (5] + [0n+0) B+a(n+7 02) +B0p+7a09) + (u—r) ikes] 5 +k -+ la(l+ea)

+B(1+e))] +(@aea+Bon) (@+h) +&k+icsh, (B—ataon—Fop). (25)
Ist s; eine von den beiden Wurzeln der Gleichung D(s) =0, (26)
so kann man beweisen, daf} immer die Ungleichung Res; <0 (27)

gilt. Lost man Gl. (26), so sieht man tatsachlich, dafl nur dann Re s; > 0 sein kann, wenn
kx28.z2{[(vn_”p) c—2v, (vn_vp) (ﬂ_a'l'agn'— ﬂ@p)]z_c2(vn+”p)2}>
> Akt +E(aontBeop +a+p) + (2en+Bop) (a+h)]

ist, worin ¢ = (v, +7p) K2+ a(¥y+ 00 ¥p) + B (¥p + 0p 7n) . Das kann aber auch nur geschehen, falls die ge-
schwungene Klammer von links positiv ist, d. h. schlieflich

2vp(vp+v) (B+ao,+k%) <0 oder  2w,(vy+m) (a+ B0+ k%) <O,

was ausgeschlossen ist, da alle hier vorkommenden Gréfen positiv sind.
Geht man wieder von g und A zu n’(7,t) und p’(r, ) iiber, so ist

’( ) T eikr 7n'(l;l; 2 _ﬁ(l - Qn) (es.t == es,t) :
n(rt)="-— l s |
’ si—se |P(B,O) st (7 2 . st [V 2 )
1 | o e (T 31+k +a+lszx+/3@p) e (T 52-{—](: +a+"kzez+ﬁ9p)‘ (28)
et (l]!} 81+k2+ﬂ—-ikzsz+agn) —es=’(5'lsz+k“’+,3—ikzs,+agn) n’ (k,0) ‘\
P,(" t) = il 4 T vp |
T amn —a(l-gy) (- ) P (k,0)

n ‘

wobei s; und s, die beiden Wurzeln von D sind. Laut (27) liefert die Gl. (28) stets ein Abklingen der
von uns betrachteten Stérung von den Anfangswerten n’(r,0) =n’(k,0) ¢'*" und p’(r,0) =p’(k,0) e'*
bis zu 0. Der StromfluB in Abwesenheit der Storstellen kann also bei fehlender Oberflichenladung nur un-
ter Einwirkung des eigenen Magnetfeldes instabil werden.
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Um die Randbedingungen zu erfiillen, betrachten wir als Storung eine Uberlagerung zweier Losungen
der Form (28) mit gleichen k,- und k,-Komponenten, aber mit verschiedenem Vorzeichen der Kompo-
nente k,. Da k, nur quadratisch in s; und s, eingeht, erhilt man die gesuchte Uberlagerung, indem man
in (28) ei* durch (A4 e*s* + B e~ %) k=2 k) mit A2+ B2=1 ersetzt. Eliminieren wir nun f auch aus
den Randbedingungen (17) und (18), so folgt

aa; (an’+8p) =% (a0, +B0y) (an’+8p)...2=FLJ2. (29)
A und B sind also aus den Gleichungen
g (A e** + Bei*2) = +y(d e+ + Be=ik:2) . z= F L2 (30)
¥4

mit y = a0, + f 0, zu bestimmen. Das liefert nur dann eine von 0 verschiedene Losung, wenn k,=k,™
ist, d. h. eine Wurzel der transzendenten Gleichung !2

tg k™ L=2y k™, (k,M2—y?) (31)

ist. Da 7 nie ganz genau gleich Null sein kann, folgt aus (30) fir k,® =0, n’=p’=0. Die Wurzel mit
kleinstem Absolutwert [die laut GIn. (25), (26) am langsamsten abklingt] ist k,). Man sieht mittels gra-
phischer Lésung von (31), daf3

T M <« 7 fiir 9 il M« T f5 L 1) LT g i
o5 <kWM< 5 fiir /L>2 , v<k, <2qur vyL< 5 und sogar y <k, <2L fir yL< 57
gilt (Fall der schwachen Oberflichenrekombination und kleiner Proben). Liegt nicht gerade dieser letzte
Fall vor, so kann also k, groBenordnungsmiBig nicht viel kleiner als 1/L werden. Ist der Halbleiter auch
in der y-Richtung begrenzt, so ist fiir k, dieselbe Uberlegung wie fiir k, durchzufiihren. Man hat nur
L durch L, zu ersetzen. Die Anfangswerte n’(k,0) und p’(k, 0) sind vorgegeben und bleiben hier unbe-
stimmt.

Wir konnen (28) auch als Uberlagerung von 2 Wellen, von denen eine ~ e%’ und die andere ~ €% ab-
klingt, auffassen. Setzen wir nun einen Augenblick in (25) und (26) »,=v, und 0, =0, =0, so folgt

7 st,a= — k- “;_ﬂil/fzﬁ —e2k?—i(f—a) ek (32)

Bei e,— 0 tritt die Losung ~e%* in (28) mit gleichen Koeffizienten fiir n” und p’ auf, d.h. fiir diese
Losung wird bei ¢, k,— 0 zugleich auch n’=p’, wie man mit Hilfe von (32) feststellt. Wir nennen sie
deswegen ,,neutrale“ oder ,akustische Losung. Die Losung ~ e%! ergibt im selben Grenzfall an'=—Bp,
kann also ,.elektrisch oder ,,optisch“ heiBen. Natiirlich ist auBerhalb dieses Grenzfalles die akustische
Losung nicht ganz neutral, und auch bei der optischen ist a n’+ 8 p’ nicht genau gleich Null. Diese Benen-
nung ist der bei Plasmaschwingungen in ionisierten Gasen oder bei Gitterschwingungen in Kristallen
iiblichen analog und entspricht damit dem Wesen der so erhaltenen Schwingungstypen.

§ 2. Geladene Oberflichen

Ist 30, d.h. ist eine Oberflichenladung vorhanden, so kann man das eben angefiihrte Verfahren
bestenfalls als eine Naherung anwenden, falls die Oberflichen-Potentialschwelle ]vsl klein ist, so daf} sich
die Koeffizienten in (12) — (14) viel langsamer dndern als die Storung und infolgedessen konstant an-
genommen werden konnen. Um den allgemeinen Fall zu besprechen, in dem | v, | keineswegs klein ist und die
Energiebdnder in der Nahe der Oberfliche stark gekriimmt sind, wollen wir in (12) — (14) von der Ver-
inderlichen z zu v=e VT iibergehen. Nehmen wir an, die Halbleiterplatte sei viel dicker als die DEByE-
Linge (L > Lp), so ist 0<| vl < lvs [ , weil fern von der Oberfliche v~=0 gesetzt wird und v; den Wert
auf den Oberflichen z= & L/2 bezeichnet. Aus der Poisson-Gleichung

2,
g;’; — —a(e?—=1) +8("—1) = d’ (v) (33) folgt 7; (‘di'zif —a(). (34)
12 Siehe auch die allgemeine Besprechung von (31) bei Gl. (26) im Abschnitt B.
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Dabei ist @ und seine Ableitung nach v:

P

a=a(e ?+v—-1) +8(e?—v-1), ad = —ale?-1)+f(e?-1). (35)

Wir beschrinken uns auf homogene Halbleiteroberflichen mit demselben Wert von v bei z=L/2 und
z= —L/2 und auf Storungen, die symmetrisch sind gegeniiber der Mittelebene z=0.

Bezeichnen wir diesmal mit K einen Fortpflanzungsvektor in der ay-Ebene und gehen wir von z iiber
zu v, so ergibt sich aus (12) — (14) fiir die Storung das Gleichungssystem

+k2—ig k,+d +Pe’ +ag e "+ (2a— a)————2a Ca }n —B(1—py) e’p’ = 2aﬂe”—§—£, (36)

T 8
—a(l—gp) e ?n'+ T 8 +k2tic k,—a +ae? +fo,e"— (2a+d ) — —2a 3 . p=2aae”? s_z,
(37)
’ 2 ’ ’
- gi 2a§_v§= —n (38)
und aus (17), (18) folgen die Randbedingungen:
n’,p, f endlich bei v=0, (39)
n'—%%’+ﬂe”? p +ae?n’) signv
bei v=v;. (40)
’ y —v —ai — lD;_ v/ —v .7 . s
P+ 3 +ae?sl = 1/2_‘1(ﬂep+ae n’) signv
Eliminiert man hier f, so folgt die Bedingung
aa_v (ae?n’+Be'p’) = %”ﬂ €% (qe~vn +fe’p) signv fiir v=v,. (41)
Es ist zweckmiéfBig, neue unbekannte Funktionen einzufithren durch die GIn. (42) :
an'e ?=y, B e=p, aff=z2. (42)

Man erhéilt so das System

2 it — A i_ 3 -v - al
Taz +R+Betaet oy —ith,— (d+2a) 82}1,; ae v (1-0,) o= —2a%, (43)
—Be’(1—pgp) w+ [T = +k+ae ?+Be’0p+ it k,— (a' — )-— 242 J(p 2a 5, (44)
2 __ ’i _ _ai - Vg _ v
(k L 2aav2)x_ae p—-pfey, (45)
mit der Randbedingung
@, 9, % endlich bei v=0 und
d(w+y) _ _ aevontfevop . A (46)
= e (w+@) signv bei v=uv,.

Suchen wir nun nach Losungen der Form
p=e u’Zblv, p=¢€ u’chv, x=e° u’Zalv, 47)
worin Rer =0, u=v/vyy; und O<u<s1 (48)

ist 13, so erhalten wir fiir a,, by, ¢y, @y, by, ¢;,... Gleichungssysteme, wenn wir auch die Koeffizienten
0> 99> Co> 1,01, € gssy

13 Die Losung (57) mit Re r < 0 wichst fern von der Ober- da wir nur die Stabilitdt kleiner, iiberall begrenzter Sto-
fliche ins Unendliche. Sie muf also ausgeschieden werden, rungen untersuchen.
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aus GIn. (43) — (45) in Potenzen von v entwickeln, mit

atp
L2

a= v+ %_'—av3+— vig ..., a'=(a+ﬂ)v+ﬁz;'av2+ %év3+... (49)

3

und entsprechend fiir e” und e~?. Wir eliminieren die a; und wollen schlieBlich die Systeme anschreiben,
beschrénken uns aber auf den Fall »,=v,, 0,=0p, 0, =0, , um die Formeln zu verkiirzen:

{ (So+B—ierks) by—acy=0,
—Bbo+ (bg+a+ic k) cg=0,

(GrtB-iesks) by—acy= (—p+2°H 0 r Boa )b ac,— (a4 pyr 2o

EOE;‘—S-I-kz—(a-i-ﬂ) r2, (50)

6 B—(@+p) r’
_ ; — _ Tat+58 _ f—a _ _aco—Bby
Bbit (rtatiehs) e =Bbot (a= T r Bt rt)eo+ (a=B)r 2 bes, (g

=25 tB— (ath) r+1)Y,

{ (§n+ﬁ"iezk1) bn—acn=Gn(bo,co,r,k,a,ﬁ),
“ﬂbn+ (En'l'a‘l'iezkx) cn=Hn(b0,co,r,k,a,,3),

Ens%s+k2—(a+ﬂ)(r+n)2- (52)

Die Losung kann nur existieren, wenn die Determinante des ersten angeschriebenen Systems verschwindet:

dy=E+ (@+P) el bt +iesk(B—a) =05 b= — S EL]/(*HEY —enth—ie k(B-a), (53)

d.h. 2 se=(@+h) 2= H -kt () etk —ie ki (B-a). (54)

Die Determinanten
dp=82+ (@+P) Entel k2 ticky(B—a) =n(2r+n) (a+ ) [@2rn—n2=1) (a+f) —2&]

sind dann von Null verschieden. Fiir r=0 stimmt das mit Gl. (32) [allgemein mit (26)] iiberein, und
folglich sind die Losungen mit r =0 stabil. Ist jedoch Re(r?) >0 geniigend gro8, so mufl Instabilitdt auf-
treten. Wir fragen also, ob es physikalisch sinnvolle Losungen mit geniigend groem, positivem r2 gibt, die
die Randbedingung

< = ae~?s+p evs
r3 (bera)vie = 3 (bea) ol 1+ 2 o0y |, (55)

wie sie aus (46) hervorgeht, erfiillen. Entwickelt man auch den Ausdruck in der eckigen Klammer von
(55), so folgt

— —6VasxB _[58B8=a _ v g, bita
r=—oVa+p [6 ﬂ+ao]/a+ﬂ+ bo_%]vs+ e s (56)
Fiir v3=0 wiirde also r= —OV&:E (57)

folgen, was der Bedingung Rer = 0 [Gl. (48)] widerspricht 13.

Bei v;=0 ist der Ubergang von z zu v nicht mehr méglich, wohl aber der zu u. Entsprechend dem in
§ 1 angewendeten Verfahren suchen wir in diesem Fall nach Lésungen mit Rer=0, d.h. r=ir" in
Gl. (47), die die Randbedingung (46) bei vs=0 erfiillen:

w=Bu" +B*u~ir, p=Cu" +C*u™""; (58)

Y+@=Au" + A4 u, A=B+C. (59)
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Das Sternchen bezeichnet die konjugierte komplexe GroBe. Aus (46) folgt dann fiir u =1

"(A-A4*) = Y, F=_%%tbo r_pRed
r(A—A*)=F(A+4%); F= VatB (60) und r_FImA (61)
ist im wesentlichen die in § 1 dem Fall L — o entsprechende Losung 4.

Diese fiir v;=0 erhaltene Losung ergibt r2= —r2<0 und ist somit stabil.

Ist v;F 0, so miissen wir auch das System (51) lésen und den Bruch (b;+¢;)/(by+c,) in (56) ein-
setzen, um wenigstens die in v, lineare, erste Ndherung zu erhalten. Bei besonders grofien vs-Werten miis-
sen wir uns die Mihe nehmen, noch ein Paar Systeme (52) zu losen, um in (56) auch hohere Potenzen
von vs zu beriicksichtigen. Machen wir nur den ersten Schritt, so erhalten wir

re—oVatB-u, (200 oyaypy o LacieCiDlPick] | (62)

. 6 f+a dierkz21+1) (@+P) [r(a+p) —&] |’

worin

P=iek,5r(f—a)(1+27r)+2r(a+p) &, I=2ic,k,(a+B)(r=1) +(a—B) (2—%r—3r2) & (63)
i | b= — L/ _ethriicke-p), (64)

mit dem oberen Vorzeichen fiir die ,neutrale“ und mit dem unteren fiir die ,elektrische® Welle. Gl. (62)
bestimmt r fiir die beiden Losungstypen bei vorgegebenen Werten von a, f, k*> und ¢, k,. Die entspre-
chenden s-Werte folgen dann gemill Gl. (50):

; s=E—k+ (a+p) r2. (65)

Man bemerkt nun folgendes:

1) Gl. (62) ist invariant bei einer Ladungsspiegelung a «— f, vs— —vs, ¢ — —¢. Tatsichlich ist P
ein paariger, ] aber ein unpaariger Ausdruck, so dal in (62) die geschwungene Klammer unpaarig ist.
Andert man also den Leitungstypus des Halbleiters (p <—> n) gleichzeitig mit dem Vorzeichen des Ober-
flachenpotentials, so bleiben alle Stabilititsaussagen ungeéndert giiltig.

2) Eine notwendige Bedingung fiir Re r>0 ist, da} der Realteil der geschwungenen Klammer in (62)
das umgekehrte Vorzeichen von v hat. Das erste Glied der geschwungenen Klammer erfiillt diese Bedin-
gung, falls eine Inversions- oder Verarmungsschicht an der Oberfliche vorliegt, und begiinstigt somit die
Inversionsschichten fiir das Auftreten von Instabilititen.

3) Da bei vs=0 Stabilitit herrscht und r <0 ist, muB | vS[ eine gewisse Grenze iiberschreiten, damit aus
(62) prinzipiell positive Realteile von r hervorgehen konnen.

4) Die zulissigen r-Werte miissen auBler Re 7>0 auch die Bedingung |r|< 1 erfiillen. Tatsichlich ent-
sprechen Losungen mit |7|>1 im homogenen Fall den Wellen mit Fortpflanzungsvektoren, deren Linge
grofer als die Desye-Linge 1/)/a+ f ist. Solche kurzwellige Stérungen klingen aber bekanntlich sehr rasch
ab, wegen der diskreten Teilchenstruktur des Plasmas.

Im Fall kleiner ¢, k,-Werte wird in (62) fiir die ,,neutrale“ Welle

—_9e2p2 @B 9,33 @=p a—f L 9:. 3.8 a—f
o= —2¢2k; @if)? 2¢e3k; @if) +igk, atf +2ie3k; (a+ﬂ)3+"' (66)
Ghe. " @ 21 B2 r a—
und fiir die ,,elektrische o= —(a+pP) +2¢,2k,? (:T;/g)—s —ig kg a_-ljg X —_— (67)

In diesem letzten Fall strebt by+ ¢y zu Null, wenn ¢, k,— 0, so dafl aus Gl. (55) fiir kleine [vs |- Werte
(Gleichheit der Glieder mit [ =1)

r=—0+0Va+p) (e, k=0, vEO0, elektrische Welle)
folgt und also keine physikalisch sinnvolle Losung vorliegt.
14 Alle in § 2 erhaltenen Aussagen beziehen sich auf den Fall liegende Werte von r'=Fk,™/[}/a+f in (31) zugelassen
L > Ly, sind also nur fiir L — oo ganz streng giiltig. So sind. Die vollige Analogie mit § 1 ist im Grenzfall v— 0
ist durch (61) jeder r-Wert erlaubt, obwohl selbst bei gro- durch die aus (34) und (49) hervorgehende Gleichung

Bem L stets nur diskrete, allerdings sehr dicht aneinander- u=exp[Va+p(|z|—%L)] gegeben.
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Im Fall der ,neutralen“ Lésung folgt fiir &, k,— 0 aus (62) die Gleichung

2(1479) P24+ (1+2&-57-10&n) r+é—-5&9=0,

(68)

worin £=o0)a+B>0 und == a—p ist. In der &% Halbebene mit £>0 sind die Wurzeln r,

6 a+p

und r_ von Gl. (68) auBerhalb eines schmalen Streifens entlang der Geraden 7=} real. Fir n< —1 ist
die eine Wurzel negativ, die andere ist zwar positiv, aber stets grofler als 2,5. Fir —1<#% <0 sind beide
Wourzeln negativ. Also erscheinen im Fall % < 0 (Anreicherungsschicht) keine physikalisch sinnvolle insta-
bile Lésungen, und auch fiir ¢, k, = 0 sind Instabilitdten unwahrscheinlich.

Fiir >0 (Verarmungs- oder Inversionsschicht)
treten hingegen instabile, physikalisch sinnvolle neu-
trale Lésungen auf. Tatsichlich ist fir 0<n < 4
zwar Rer < 0 fiir beide Wurzeln, fiir > 1 ist je-
doch r,.>0. Fir 7> } wéichst r, monoton von 0
bis 2,5 an, mit einer Steigung, die mit & zunimmt.
Das Intervall mit instabilen 7-Werten verengt sich
also mit wachsender Oberflichenrekombination. Aus
Gl. (65) folgt dann fiir die neutrale Losung bei
& ky;=0 und 7> 1

;s=-—k2+(a+ﬂ) g (69)
und dieser Ausdruck ist fiir k>< (a+f) r* positiv.
Das Ergebnis dieser ersten Naherungsrechnung
zeigt also, daf} bei geniigend groflem Oberflachen-
potential in Inversions- oder Verarmungsschichten
neutrale Instabilitdten auftreten. Die hinreichende
Instabilitdtsbedingung #> % lautet mit den iiblichen
Bezeichnungen
P8 6 kT
Pt p» kT, (70)
wobei V das Oberflachenpotential, p, n die Konzen-
trationen der Ladungstrdger im unbegrenzten Halb-
leitermaterial, & die Borrzmann-Konstante und T die

Temperatur in °K bedeuten.

Wird ein elektrisches Feld angelegt (¢, k,=0),
so verlieren diese Instabilitdten allméhlich ihren
neutralen Charakter, und die so entstandenen tur-
bulenten Feld- und Potentialschwankungen werden
elektrisch nachweisbar. Niederfrequente, von der
Oberfliche gesteuerte Schwankungen, die allgemein
bei beliebig kleinen angelegten elektrischen Feldstar-
ken erscheinen, sind experimentell als Funkelrau-
schen in Halbleitern bekannt. Die von oberflachen-
haften Potentialschwellen hervorgerufenen Instabili-
taten und Turbulenzprozesse konnten bei dem Zu-
standekommen des Funkelrauschens eine wichtige
Rolle spielen.

B. Von den Ubergiingen an Storstellen
hervorgerufene Instabilititen

KonstantiNow und PEerer !5 haben im Fall des
homogenen Halbleiters (ohne Oberflichenladung,
ohne Randbedingungen, unter Beschrinkung auf
eine Dimension) unter gewissen speziellen Bedin-
gungen die Existenz der sog. Rekombinationswellen,
die sich von selbst verstidrken, theoretisch festgestellt.
Dabei wurde das elektrische Feld aus der Gleichung

d
d—z(pvp—nvn) =0

ermittelt. Wir werden nun diese Behandlungsweise
verallgemeinern und die Randbedingungen fiir den
3-dimensionalen Fall anwenden. Dieselbe Halbleiter-
platte wie unter A behandeln wir nun ausgehend
von den Kontinuitdts- und Bewegungs-Gleichungen
(siehe 10) :

2+ V (10,) = —eu(n—ny), (1)
%§+V(pvp) = —0p(p—po)> (2)
nVp=—enE—-T\/n, (3)
YppVp= CPE—TVP, (4)
V(nv,) =V (pvy). (5)

Bezeichnen wir kleine Storungen der stationdren
Plasma-Konfiguration mit einem Strich, die unge-
storten Glieder aber mit dem Index 0, so wird

vo(nv,) = —en’E°—enE' —T Vn (6)

und
WV (nv,)' =—eE'\/n —en® \VE —T \/21/,
(7)

7wV (pvy) =eE°\/p +ep, VE -T \/2p'. (8)

15 Vorgetragen bei der Sommerschule fiir Festkorpertheorie,
Leningrad, Juni 1964; in Fiz. Tverd. Tela 6, 3364 [1964]
erschienen. Den Verfassern danke ich herzlich fiir die
freundlichen Besprechungen.
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Aus (5) folgt dann
e(f—o + "—°) VE' = —eE® (L Ui~ VP')
D ¥n Yn Yp
iy - L, 9)
Yp Yn

und setzt man (9) in (7) oder (8) ein, so folgt
Vnv) =quVp —cquVn

—enDN/2p -, D20, (10)
worin
= wap®+wpn? E, b= e yvnp’+vpn®’
n? _
Cn pio-l-no ’ Cp = ———po+nu N (11)

bzw. eine Driftgeschwindigkeit, eine Diffusionskon-
stante, sowie die Elektronen- und Locher-Anteile be-
zeichnen. Sucht man Stérungen n’, p’~ e i@i=*)
und nimmt man E° || OX an, so folgen aus (1) und
(2) die Gleichungen
(—iwo+gn—ivkscp+Dkcy) n'
+ (@uk,cn+DE2c,) p'=0, (12)

(—iukzcp+DEk2cy) n’

+(—iw+op+iuk,cy+Dkc,) p'=0, (13)
die die Dispersionsbeziehung

(w+ay) (w+ay) +cpcp(uk,®+D?EY) =0 (14)

P. H. HANDEL

liefern, mit
a, =i +ik*Dey+ukszcy,
as=i0p+ik*Dey—ukycy. (15)

Fir 9,=0,=0 geht (14) in w?+ (a;+a,) ®=0
iiber, und es treten keine Instabilititen in Abwesen-
heit der Rekombination auf. Die Wurzeln von (14)
haben die Form

w1,2=01—i62iva+ib (16)
mit

= cntcp
cg=uk, 5

=} (eatep+k D),
b=4tuk,[on—0p+k D (cp—ci) ],
a=1utk— § (eu—0p)* —k*D* +2 % D(on+0p)
+ k2 D(cp 0p + €n 0n)
und ergeben instabile Lésungen, wenn
Imw>0 (17)

ist. Die eine Wurzel liefert jedenfalls eine stabile
Lésung, die andere liefert aber, falls

ImVa+ib>cs, d.h. b2>4c2(c2+a) (18)

ist, eine instabile Losung. Die letzte Ungleichung lie-
fert schliefllich die Bedingung

u2k12[Qn+Qp+k2D(cp_cn) +ann_9pcp] (ann—Qpcp) > (Qn+0p+k20)2 [Qn9p+k2D(cpep+cn9n)]-

und zugleich

2
U > upr =

(19)

Diese kann nur dann erfiillt werden, wenn es k-Werte mit k2 > k%, gibt, fiir die
[(en Cp—0p Cn) +k2D(Cp—Cn)] (@nca—0pcp) >0 (20)
(on+0p+k® D)2 [on 0p+k® D (cp Op+¢n 0n)] (21)

k2*(on cn—0p ¢p) [ (@n+0p+kE D) (cp—cn) +0n cn—0p cpl

—39l$o

stabil

d. h. das elektrische Feld geniigend grof} ist. Auf
Abb. 1 sind in den verschiedenen Bereichen die Vor-
zeichen der 3 runden Klammern aus (20) eingetra-
gen. Die Bedingung (20) ist sicher in den doppelt
schraffierten Gebieten erfiillt, und zum Teil (aller-
dings schwerer, d. h. nur bei noch hoheren Feldern)
auch in den einfach schraffierten. In den unschraf-
fierten Gebieten herrscht Stabilitdt. Der kleinste, von
den Randbedingungen noch zugelassene Wert k®pip
von k? ist aus den Randbedingungen an den Ober-
flichen z=L,/2 und y=L,/2 zu bestimmen. Die
Kopplung der Gln. (12) und (13) durch die vor-
gehende Ausscheidung von E’ zerstort auch hier, wie
auch in A, die Giiltigkeit des Theorems von SHoCK-
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LEY, demgemaB die Oberflichenrekombination [die in Gl. (14) und (15) in den Gliedern D k,? und D k2
auftritt] einer VergroBerung von ¢, und o, dquivalent ist. In den Ausdriicken fiir ¢, und a, ist das zwar
der Fall, nicht aber im letzten Glied von (14).

Wir besprechen die Randbedingungen fiir 2 Falle:

1) Fall der symmetrischen Oberflichenrekombination:

(nvn)z’s—: n'E, - laa—"—u’(p n +n0p’) bei z=TFL,/2, (22)
(pvp)./= Zp'E/- lal—ir( 00’ +n0p) bei z=FL,/2. (23)
PYp vp 3z p

Eliminiert man E,’, so folgt
1
P +np a
Aus den GIn. (12) und (13) folgt aber (wie auch in A)

’ ’ — iw—ontiukzcp—DEcp —iukzcp+D K2 cp
=a a= = 25
P s iukzcen+DKE2cp —iw—pop—iukzcn—DEK?cn 2 ( )

(p°n +n°p)—+ 2 (vap®+vpn?) bei z=FL,/2. (24)

d. h. die relative Amplitude und Phase von p’ und n’ liegt schon fiir jede der beiden Wellentypen fest, und
man erhalt

%88’: =ty bei z=FL,/2; Eg(vnp +v,n?). (26)
Diese Bedingung erfiillt man mit einer Uberlagerung von 2 Losungen von entgegengesetzt gleichem £k,
n'=A4 k2 + B e~iksz, (27)
Tatsichlich ist dann Ghk,—y) e L2 44 (—ik,—y) e*L2B=0
ik, +y) e*l® A+ (—ik,+y) e *LLB=0 (28)
und man erhilt Lésungen nur fiir k,™ Werte, die Wurzeln der Gleichung
tgpm= 720, gu=k®L, v=yL (29)

sind, die mit (31 A) iibereinstimmt. Bezeichnet man mit 0 <7,,<7/2 und 0< &, <7/2 zwei Reihen von
kleinen Zahlen, so daB} %,,,1>%m und &,,,1<&, ist, so sicht man, daf3:

a) fiir w<a/2 die kleinste Wurzel * ¢, € (y,7/2) ist und To=n+&;, T@s=2a+&, TPp.1
=ma+&n,...,

b) fiir az/2<1p<:rz die kleinste Wurzel ¢, € (7/2, ) ist und f@,=n+&;, To=2a+&, T @,
=mn+§m,

2r 2r+1

c¢) fiir n<1p< e die Wurzeln Top=ma—n, (m=0,1,...,7; 7,=0) und

i(p,,,,,l=mn+£m (m—-r,r+1 r+2,...; &>v) vorhanden sind.

In allen Fillen ist also @; <& und zusitzlich ¢, >=/2 fiir w>7/2 und p <@, <7/2 fiir p<7/2, wie
unter (31 A) bemerkt. Fithren wir noch dieselben Betrachtungen fiir %, durch, so folgt, daB in allen Fal-
len A%y, <#2(1/L,2+1/L,?) ist, und daB zusitzlich

a2 (1 1 5 1 7
B>t gs) B 7> 7> (50)
72 (1 1 s ;
und 2y <kmm 'y (L—yg + L—z’) fir r< 2*7;; , < 2—72: gllt. (31)
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Aus (21) ersieht man, dal fiir kleine y-Werte
(schwache Oberflichenrekombination 1 < 7/2 und
@1 <7/2 oder </2) in den auf Abb.1 doppelt
schraffierten Gebieten die kritischen Feldstdrken et-
was herabsinken, jedenfalls aber iiber der Grenze

(32)

Uy =

%ﬁl’ +D (cp p+cn 0n)

(on cn—0p ¢p) [(en+0p+ kz* D) (cp—cn) +0n cn—0p cp]
bleiben. In den einfach schraffierten Gebieten in
Abb. 1 verlauft je eine Grenzlinie zwischen stabilen
und instabilen Werten der Parameter g,/0,, p°/n®
und die Lage dieser Grenzkurve ist von den mini-
malen k,2- und k,2-Werten, d. h. von der Stérke der
Oberflachenrekombination abhéngig. Fiir gewisse
Parameterwerte wird es da kritische Werte der fla-
chenhaften Rekombinationsgeschwindigkeit geben.

2) Fall der ,freien“ Oberflachenrekombination:

(on+0p+ks* D)?

T dn’ - g
— S nE — ~ " — Fs.n bei
¥n yn Oz

z=FL,[2,
(33)

Fspp'bei z=FL,/2.
(34)

Hier sind die Rekombinationsraten entkoppelt,
die Uberginge von Elektronen und Lochern zu und
von Oberflichenzustidnden sind als voneinander un-
abhiingig angesehen. Eliminiert man wie zuvor E,,
so erhalt man unter Beachtung von (25) wieder
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z=FL,[2, (35)
nur daf} nun y komplex und vom angelegten Feld
abhéngig ist:

¥n sn p°+a vp sp n®

T(@+an’) (36)

y= =y1+iys.

Dabei ist

p = ©p Sn ¥n—0n Sp ¥p+D k2 (cn—cp) (snvn+vap_)
17 lop—en+2 D K*(ca—cp)] (sn vn+sp vp)

(37)
(38)

po= Ll —o
T o~ t2D K (en—cp)
Fir o ist w; (mit Im w;>0) einzusetzen. Der An-
satz (27) und die Gln. (28) fithren zur transzenden-
ten Gleichung

tg Pm = '2 i Re_‘l,li

(pmz__lw‘lz’ s Pm = kz(m) L, yv=yL,,

(39)

an Stelle von (29). Hier tritt also das angelegte
elektrische Feld auch in der Bestimmungsgleichung
fir k&, auf, wie das schon in A, § 2 der Fall war.
Die Diskussion verlauft wie bei Gl. (29), nur tritt
|| an Stelle von 1.

AbschlieBend mochte ich Herrn V. Serciescu fiir be-
sonders niitzliche Ratschldge, sowie Herrn Dr. R. Gri-
corovict und Herrn Prof. V. Novacu fiir das in frucht-
baren Diskussionen gezeigte Interesse herzlich danken.



